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Abstract 

For any proper polynomial map / : C k 
function a as 

, \ log+log+ \f n (z)\ 

a(z) := limsup - where log : 

n—xx) Tl 


C k define the 
= max(log, 0). 


Let / = (Pi ,... ,P k ) be a proper polynomial map. We define a 
notion of s-regularity using the extension of / to P fe . When / is 
(maximally) regular we show that the function a is l.s.c and takes 
only finitely many values: 0 and d\, ..., d k , where di := degPj. 
We then describe dynamically the sets {a < di}. If di > 1, this 
allows us to construct the equilibrium measure /i associated to / 
as a generalized intersection of positive currents. We then gives 
an estimate of the Hausdorff dimension of /r. This is a special 
case of our results. We extend the approach to the larger class of 
( 7 r, s)-regular maps. This gives an understanding of the biggest 
values of a. The results can be applied to construct dynamically 
interesting measures for automorphisms. 


1 Introduction 

Soit / = (Pi,...,P k ) une application polynomiale propre de C k dans 
C k . Quitte a conjuguer / par une permutation des coordonnees on peut 
supposer que deg Pi > • ■ ■ > degPfc. Definissons des entiers l t verifiant 
1 — lo<li<---<l m — k+1 tels que les composantes de 

f(i) '■= p {i) = ( P k-i > ■ ■ ■ > p h- 1 ) 
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soient de meme degre d t avec cli > d 2 > ■ ■ ■ > d m . Notons P ,t la partie 
homogene de plus haut degre de P^y Notons egalement / F extension de 
/ connne application meromorphe a P fc dont [z\ : ■ ■ ■ : Zk '■ t] sont les 
coordonnees homogenes. 

Pour tout z G C fc definissons la constante a(z) >0 par 


a(z) := limsup 

n— kx> 


log + log + \f n {z)\ 

n 


ou log + := max(log, 0). 

En general, a prend une infinite de valeurs. Lorsque a(z) > 1, a(z ) 
represente la vitesse d’echapement de f n (z ) vers Finfini. Lorsque / se 
prolonge holomorphiquement a Finfini dans P fc , auquel cas m — 1 et 
{Pn) = 0} est reduit a l’origine, la fonction a ne prend que deux valeurs 
0 et d\. Pour les applications regulieres que nous introduisons, nous 
montrons que a est s.c.i. et ne prend que les valeur di, ..d m , 0. 

On introduit des fonctions de Green particlles sur les fermes /C* : = 
{a < di} par 


Gi(z) := lim 

n—> 0 


log + \f n (z)\ 

d? 


On montre que si i < m ou si i — m et d m > 1, la fonction Gi est 
continue sur /Q. Lorsque d m > 1, on obtient la mesure d’equilibre /i 
connne produit d’intersection generalise de courants positifs definis a 
l’aide des fonctions G*. L’etude des fonctions Gi permet d’obtenir une 
estimation de la dimension de Hausdorff de y. 

Lorsque / se prolonge holomorphiquement a Finfini et d± > 1 on a 
rn — 1. La fonction G = lim dfi" log + | f n j est definie partout et y = 
(dd c G) fc . 

Nous renvoyons en particulier a [Q. |6i. [19], [13[ pour divers aspects de 

la dynamique de ces applications. Lorsque / est reguliere et > 1, / est 
a allure polynomiale au sens de 0 et la mesure y que nous construisons 
ici est la meme que dans 0 (voir le paragraphe 4). 

Nous nous interessons dans cet article a des classes plus generates que 
les applications regulieres a savoir les applications s-regulicres et {j r, s )- 
regulieres. Pour decrire ces classes introduisons quelques notations. 


“( i ) ■ (~h—i %li—l ) ^(i) ■ i^li- 1) • • • > ^h-l) 
Z(<i) ■ (^(l)) ■ ■ ■ i Z{i— 1)) • (^(l); ■ ■ ■ i Z(i)) 
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rsj 


Z(>i) • (^(i+l)) ■ ■ ■ j ^(>i) • (O(i)j ■ ■ ■ i Z(m)) 

\z\(i) ■= k(i)I etc. 

On dira que g et h sont comparables quand 2 : —> A" et on notera g(z) 
h{z) s’il existe des constantes 0 < c < c' telles que cg(z) < h(z ) < c'g(z) 
pour z suffisamment proche de A". On dira que g et h sont equivalents 
quand z —> X et on note g(z) — h(z ) si g(z)/h(z) tend vers 1 quand 
2 -> X. 

On identifie C k a P fc \ {t — 0} et pour toute application polynomiale 
Q : C k —> C n , {Q = 0} designe le sous ensemble algebrique de P fc 
adherence de Q _1 (0). 

Posons I 0 := {t = 0} et A 0 := 0. Pour tout 1 < i < m, posons 

I, := n {P+ = 0} 


et 

Xi := O-i D = oj. 

On dira que / est s-regulier si 0 D Aj = 0 pour tout 1 < i < s et que / 
est regulier s’il est m-regulier. Si / est s-regulier, d’apres le theoreme de 
Bezout, on a necessairement dim X t = U — Zj_i — 1 et dim I,, — k — l t pour 
tout 1 < i < s. L’ensemble X, apparait comrne Fimage de 0_i \ I L par 
une restriction convenable de / a 1 . L’ensemble 0 apparait comme 
Fensemble d’indetermination de cette restriction de / a 0_i. 

Si / est 1-regulier, on a I\C\X\ = 0. En particulier, / est algebriquement 
stable |l9l, c.-a-d. qu’aucune hypersurface nest envoyee par 1111 itere 
de /, dans I\. II en resulte que le degre algebrique de f n est egal a d". 
On peut alors dehnir la fonction de Green G\ par 


G*i(A) 


lim 

71^00 


log + \ f n (z)\ 
d v x 


C’est une fonction p.s.h. sur C k . Elle definit un courant positif ferme 
T l := dd c G*i qui se prolonge a P fc car Gi(z)— log + |z| est bornee superieurement. 
D’apres la proposition 5.3, ce courant ne charge pas les ensembles pluripo- 
laires de P fc \ I\ car il admet localement un potentiel borne en tout point 
de P k \I\. Il ne peut non plus charger I\ car I\ est de codimension au 
moins 2 dans F k . 
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De f'agon generale, on pose G 0 := 0, /C 0 = C fc et lorsque les expressions 
suivantes ont un sens, on pose 


G^ n {z) 
Gi(z ) : 


log + \f n (z)\ 
= lim G it n(z). 


On definit 

Ui := {z G C fc , f n (z ) tend vers 
et 

ICi : X; , \ Ui 

ponr tout 1 < i < m. 

Si / est s-regulicr et 1 < i < s, nous montrons que pour z G Ui, 
a(z ) = di et on precise la dynamique de / dans U t et son complementaire. 
Precisons cela. 

Si / est 1-regulier, U\ est le bassin de X\. On verifiera que U{, X\ sont 
invariants par / et / _1 , /Ci C /CiU/i, X\ O/i = 0 et dim I\ = k — l\ oil Ii 
est l’ensemble d’indetermination de /. La fonction de Green G\ precise 
1’echapement vers l’infini. On montrera que G\ est continue, positive, 
nulle exactement sur K-i et a croissance logarithmique a l’in fini . Ellc est 
de plus invariante par /: G\ o f — d\G\. Pour tout 1 < j < l\ — 1, le 
courant Tj := (dd c Gi) J est positif, ferme, de bidegre invariant par 

/ et ne charge pas les ensembles pluripolaires. Le courant Tq_i est porte 
par /Ci. 

II s’agit maintenant d’analyser la dynamique de la restriction de / a 
/Ci. Supposons que / est 2-regulier. Le sous ensemble analytique X 2 de 
Ii est attirant; il est de dimension l 2 — l\ — 1. Si z appartient a un petit 
voisinage V 2 de X 2 dans /Ci U I\, on a 


c" 1 !*!* < \f(z)\ < c\z\ d2 


oil c > 0 est une constante. Le bassin U- 2 est egal a Un>0 f n (^ 2 ); son 
complementaire JC 2 verifie JC 2 C JC 2 U I 2 . Rappclons que I 2 C I\ est un 
sous-ensemble analytique de dimension k — l 2 verifiant X 2 0/2 = 0. La 
deuxieme fonction de Green G 2 (z) est finie et continue, positive sur /Ci, 
clle est egale a +cx) sur Ui, nulle exactement sur /C 2 . Sur /Ci, ellc a une 
croissance logarithmique a 1’ infini . On a la relation invariante G 2 o f = 
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d 2 G 2 . Pour tout li < j < l 2 — 1, le courant T) := (dd c G 2 ) J_,1+1 A T tl _ i 
est positif, ferine, de bidegre ( j,j ), invariant par / et ne charge pas les 
ensembles pluripolaires. Le courant T; 2 -i est porte par /C 2 . 

Suivant l’ordre s de la regularity, la construction peut se poursuivre. 
Lorsque s = m, on trouver les applications regulieres. Au paragraphe 2, 
nous explicitons le cas des applications s-regulieres. Au paragraphe 3, 
nous etendons la theorie aux applications (tt, s)-regulieres et nous don- 
nons une estimation de 1a, dimension de Hausdorff de /i. Au paragraphe 4, 
nous resumons d’autres proprietes dynamiques des applications regulieres 
et 7r-regulieres. Observons que lorsqu’on hxe d\ > d 2 > ■ ■ ■ > d m , 
dans l’espace de parametres, les families d’applications regulieres et semi- 
regulieres sont des ouverts Zariski denses. Nous avons rassemble dans un 
appendice les proprietes des fonctions p.s.li. par rapport a un courant 
positif ferme, que nous utilisons. 


Dans on trouve deja la definition de fonctions de Green partiellcs 
pour certaines automorphismes de C fc et pour des endomorphismes de C 2 
dans [7]. On trouve egalement dans JT2|, [lTJ une notion de faible regularity 
voisine de la 1-regularite. L’interet de notre approche ici est que nous 
deduisons les estimations necessaires a la construction des fonctions de 
Green particlles d’hypotheses geometriques faciles a veriher. Nous don- 
nons en particulier (proposition 3.1) une caracterisations des applica¬ 
tions / ( 7 r, s)-regulieres de C 2 en terrnes des polygones de Newton des 
composantes de /. Notre construction permet d’obtenir des mesures 
invariantes interessantes dans le cas des automorphismes polynomiaux 
(remarque 3.9). 


2 Endomorphismes reguliers 

Dans la suite, notons d t le degre topologicpie de /, c.-a-d. le nombre 
de preimages d’un point z G C fc comptees avec multiplicity. Le degre 
topologique ne depend pas du point z. Notons /C Lensemble des points 
d’orbite bornee. L’exposant de Lojasiewicz de f n sera note A n . C’est la 
meilleure constante positive verihant |/ n (^)| > c|z| Ari pour z assez grand 
ou c > 0 est une constante. Cette constante X n existe toujours |18|. La 


suite (Xl/ 71 ) decroit vers une constante Aoo que nous appelons I’exposant 
de Lojasiewicz asymptotique de /. Ou a le theoreme suivant: 

Theoreme 2.1 Soit f : C k —> un endomorphisme polynomial pro- 
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pre s-regulier. On suppose que 1 < s < m — 1 ou bien que s — m et 
d m > 2. Alors pour tout 1 < i < s, il existe une suite de nombres reels 
positifs ( Ci :n ) —> 0 telle que la suite de fonctions Gi, n + c t , n decroit sur 
/Cj_i vers une fonction Gi continue, invariante: Gi o / = d{Gi. De plus, 
la fonction Gi(z ) — log + \z\ est continue sur /C*_i \ /,- et 

/Cj_! = e C fc , Gi(«) < oo} 

= { 2 : G C fc , il existe c > 0, tel que \f n (z)\ < c d ” max (|^| d S l)} 
ICi = {z e C k , Gfz) = 0} 

et ICi C /Q U Jj. Pn particulier, si f est regulier avec d m > 2, on a 
Ai = Aoo = d m , dt = (dm) 1 ™- 1 ™- 1 ■ ■ ■ (di)* 1_z ° et JC m = 1C. 

On montre le theoreme par recurrence. Supposons que le theoreme 
et les lemmes suivants soient vrais jusqu’au rang i — 1 avec 2 < i < s. 
Verifions les au rang i. La preuve est aussi valable pour le rang 1 ( voir 
egalement |T2|). 

Lemme 2.2 1. Si z e /Q_i et z —> X % , on a \f\if z) \ z \ di ; !/(>*)(-) I = 
od^l)^ et\f(z)\ ~ | 2 | di . 

2. Ui est un ouvert de /Q_i> ICi est un ferme de /Q_i et ICi C /Q U I*. 

Preuve — 1. Puisque / est i-regulier, P^ ne s’annulle pas sur X t . Par 
consequent, quand 2 : —> X ?: , on a |/p)(^)| ~ \z\ di . Puisque deg/(>,,) < d i: 
on a |/(>i)(^)| = oO| di ) quand 2 ; -> X { . 

On salt par hypothese de recurrence que K .*_i C /Q-i U Ij_i et que 
/Q-i est invariant par /. Par definition, X, = /,_] 0 = 0}. On en 

deduit que si z G A0-i et 2 ; —> X tl on a f(z) —> Xf. D’autre part, / etant 
i-regulier, on a 

Ii-I n {z ( >p = 0 } = li—i n = 0. 

Ceci implique en utilisant l’hypothese de recurrence que lorsque f(z) —> 
Ii- 1 , on a |/(z)| ~ |/(>q( 2 r)|. Par consequent, si z G /C,;_i et z —> Xj on 
a |/(*)l |z| d \ Observons que c’est /(>q qui domine sur meme si 

/(i) par exemple a des terrnes de degre plus eleve. 

2. D’apres la partie 1, puisque di > 2, on peut trouver un voisinage 
assez petit V de X* tel que /(/C*_ 1 flO) Cb Comme /C ? ;_i est invariant, 
pour tout z G V, on a / n ( 2 ;) —> X ?: . Par consequent, /Q_i fl O c Ui. Par 
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definition de U t , on a U l = fl V). Ceci implique que U t 

est un ouvert de et done iCi = /C,_i \ U % est un ferme de /Q-i. II 

reste a montrer que /Q C /Q U /*. 

Soit a G /;_i \ /j et soit z G /C*_i tendant vers a. On a /(^) G /Q_ 1 
car /Cj_i est invariant. Puisque a ^ /*, on a |/(i)(^)| ~ |z| di . D’autre part, 
l/(>* )(^)| = o(|z| di ) car deg/(>j) < dj. Par consequent, /(z) tend vers X { 
quand z —> a. On conclut que si z est assez proche de a, f(z ) appartient 
a Ui et done z appartient a t/*. Ceci implique que /Q C /C* U /*. 

□ 

Fin de la demonstration du theoreme 2.1- Montrons d’abord l’existence 
de la suite (q). D’apres lc lennne 2.2, il existe une constante c > 0 telle 
que pour tout z G /Q-i on ait 

\f(z)\ < c max (|z| di , l) . 


Done 

\f n (z)\ <cm^(\f n -\z)\ d Cl) 

et 

GM< df +0^,0). 

Posons 

S— logc 

c i,n ■— am ■ 


m>n +1 


II est clair que c i;n —> 0 et que la suite Gi tU (z) + c t , n est decroissante. 
Comme les G^ n {z) sont positives, la limite Gi(z) existe et est positive. 

Montrons les assertions sur les ensembles /Q_i et /Q. Soit z qL /Q_ i. 
II existe 1 < j < i — 1 tel que z G Uj. D’apres le lemme 2.2, il existe un 
c > 0 telle que pour n assez grand \f n (z)\ > c\z\ d i . Comme dj > d tl on 
a Gi(z) = +cx). On obtient done 

/Q_i = {z G C k , Gi{z) < oo}. 

Soit z G /Q. Puisque 1C, est invariant, f(z) G /Q. D’apres lc lemme 
2.2, on a /Q C /Q U /*. Le fait que I\ 0 {^(>q = 0} = 0 implique qu’il 
existe d > 1 independant de z telle que 

|/(*)| < c 7 max (\f(>i)(z)\, l). 
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Comme deg/(>q = d i+ 1, il existe une constante c" > 0 telle que 

\f {>i) {z)\ <c"max(|z| di +\l). 

On en deduit que pour une certaine constante c > 0 on a 

\f(z)\ < cmax (|z| d<+1 , l) . 

Le fait que di + \ < di implique que Gi(z ) = 0. On a /Q C {z E 
C fc , Gj(^) = 0}. D’apres lc lemme 2.2, Gi est strictement positive au 
voisinage de X t . La relation G t o f — diGi implique que Gi est stricte¬ 
ment positive sur U % . On a done /Q D {z E C k , Gi(z ) = 0}. 

Montrons que Gi est continue et strictement positive sur U t . D’apres 
lc lemme 2.2, il suffit de le montrer pour z E V 0 /Q-i ou V C F k est un 
voisinage assez petit de X, . La positivite est claire. La continuite resulte 
de l’inegalite: 


| Gi t n(z) — Gi tn _i(z)\ < 


max(log c, — log c') 


ou 0 < d < c sont des constantes tcllcs que c'\z\ di < \f(z)\ < c\z\ di sur 
on JCi. 

Verifions la continuite de Gi(z) — log + \z\ dans \I t . Il suffit de 

le prouver pour z E V. Ceci est une consequence de l’inegalite precedente 
et de l’egalite G ij0 (z ) = log + \z\. 

Comme G % est limite decroissante d’une suite de fonctions continues, 
clle est semi-continue superieurement sur /Cj_ i. Le fait qu’ellc soit con¬ 
tinue, positive sur U x et nulle sur /C* implique qu’elle est continue sur 
Xi-i — Ui U /Q. 

Dans la suite, on suppose que / est regulier et d m > 2. On a X m = 
I m -i 0- Done I m = 0. Ceci entraine que 


= ■ ■ • = = 0 } = {^ = °}. 

Rappelons que A n et Aoo sont les exposants de Lojasiewicz de f n et 
l’exposant de Lojasiewicz asymptotique de /. D’apres lc lemme 2.2, on a 
An < oC- Montrons que Ai > d m et d t — d avec d := ( d\) ll ~ l ° .. . ( d m ) lm ~ lm_1 
Posons II : C k —> C k avec Ll(^) := (z^ 1 ,... ,z^ m ). C’est une appli¬ 
cation propre de degre algebrique d/d m et de degre topologique d k ~ l . 



L’application II o / est de degre algebrique d et se prolonge holomor- 
phiquement a l’infini car 


{ A) = ■ • ■ = = 0} = U = 0}. 

On en deduit qu’cllc est propre. Son exposant de Lojasiewicz est egal 
a d et son degre topologique est egal a d k . Par suite, l’exposant de 
Lojasiewicz de / est minore par d/(d/d m ) = d, rn et 1c degre topologique 
de / est egal a d k / d ki = d. On deduit aussi que \ n > d 7 ^ et done 

Ai Aqq d m . 

Puisque I m = 0, l’ensemble fC m est compact. II est done egal a 
Lensemble des points d’orbite bornee /C. 

□ 


Theoreme 2.3 Soit f : C k —> C fc comme au theoreme 2.1. Alors pour 
tout 1 < r < s et l r -1 < j < l r , on pent definir le courant Tj de bidegre 
(j,j) de P A ' par 

Tj ■= (dd c G r )^- 1+1 A (dd c G r _ 1 )^- 1 -^- 2 A ... A (dd c Gi) /l ^°. 

C’est un courant positif, ferme, de masse 1, porte par KL r -\. II ne charge 
pas les ensembles pluripolaires et on a 

f*Tj = (d r ) j ~ lr - 1+1 (d r -... (di) h ~ l °Tj. 

De plus, le courant Tj r _ i est porte par /C r . 

Preuve — D’apres le theoreme 2.1, le lemme 2.2 et l’appendice, le courant 
Tj est bien defini, positif, ferme dans P k \I r . Comme / est s-regulier, on 
a 

dim I r — k — l r < k — j. 

Montrons par recurrence sur j que Tj est de masse 1. Supposons 
que c’est le cas pour i. Posons <Pm(z) ■= sup(G r (^), log + \z\ — M) 
et Sm '■= dd c p M A Tj_ x . La suite ipM decroit vers G r sur le support 
de Tj_ i. D’apres le lemme 2.2 et la proposition 5.2, lim Sm = Tj dans 
P fe \ I r . D’apres la proposition 5.4, la masse de Sm dans P fc est egale a 
1. Soit S une valeur adherente de (Sm) dans P fe . Alors Tj est egal a S 
dans P fc \ I r . Comme dim I r — k — l r < k — j, les courants S et Tj ne 
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chargent pas I r . On en deduit que T,- = S et done P est de masse 1. 


Le theoreme de Skoda [^0| entraine que Tj , qui est de bidegre (j, j ), se 
prolonge en courant invariant, positif et ferine dans P fc qui ne charge pas 
I r . D’apres la proposition 5.3, il ne charge pas les ensembles pluripolaires 
car la fonction G r est i-p.s.h pour tout r > 2 et tout l r -\ < j < l r . 

Pour montrer que Tj est porte par /C r _i, on peut supposer que r > 
2. II suffit de verifier que T lr _ 1 _ l est porte par /C r _i. On le fait par 
recurrence. Supposons que e’est vrai au rang r — 1. On a 


Tp-i = (dd c G r ) z 


A Ti ._i. 


Dans U r , on a G r = limd^ log |/(\|. D’apres la proposition 5.2, puisque 
(dd c log A Tp.!-! = 0, on a (dd c G r ) ir_,r -i A Ti r _ x _i = 0 dans 

U r . On en deduit que Tp_i est porte par /C r . 

L’application / etant ouverte et a hbres hnies, f* opere continument 
sur les courants |T6| et commute avec dd c , ce qui permet d’obtenir 1’equation 
verihee par f*Tj. 

□ 


3 Endomorphismes semi-reguliers 

On se propose d’etudier d’une maniere analogue la famille des endomor¬ 
phismes semi-reguliers ou ( 71 , s ) -reguliers. Soient l < pi <■■■< p m des 
entiers naturels. Soit 7 r : C fc —> C k l’application dehnie par 7r(^) := 
(7T(!),..., 7 i( m )) ou 7 T(j) : es ^ une application polyno- 

miale de degre pi en qui se prolonge en une application holomorphe 
de p l i~ l i dans F li ~ l T II est clair que |?!(*)(^(i))] ~ |^p)| Pi quand tend 
vers l’infini. On dira qu’une telle application 7r est scindee. 

Soit / = (Pi ,..., P k ) = (P( 1 ),..., P ( m )) un endomorphisme polyno¬ 
mial ouvert verihant degPp) > degP( i+ i). Contrairement a l’application 
7 r, les degres des fonctions coordonnees de / sont dans l’ordre decroissant. 

On dit que / est (7 r, s)-regulier (resp. n-regulier) si 1’endomorphisme /071 
est s-regulier (resp. regulier) ou les nombres 1 — l 0 < li <■■■< l m — 
k + l utilises dans la definition des applications regulieres sont les memes 
que ci-dessus. 

Observons que si / est (71, l)-regulier, il est 1-regulier done algebriquement 
stable. Si on pose n + := 011 es ! l a partie homogene 
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de plus haut degre de 7rp), alors / est (tt, s)-regulier si et seulement s’il 
est (7r + , s)-regulier. Soit 7r 1 une application homogene scindee. Si / est 
(7T o 7T 1 , s)-regulier, alors il est (7r, s)-regulier. 

II est facile de verifier si un endormorphisme est regulier. Dans la 
suite, nous donnons, pour le cas de dimension 2, un critere simple pour 
savoir si un endomorphisme polynomial est semi-regulier. L’idee utilisee 
dans la suite montre aussi que dans lc cas de dimension supericure a 2, 
on “devine” facilcment l’application it lorsque / est semi-regulier. 

Consiclerons dans C 2 1’endomorphisme f(z\, Z 2 ) (Pi, P 2 ) avec d\ : = 
deg Pi > c ?2 := degP 2 > 1. Get endomorphisme se prolonge en applica¬ 
tion meromorphe de P 2 dans P 2 . L’ensemble d’indetermination de / est 
dehni par I\ := {P, + = t = 0} oil P+ est la partie homogene de plus haut 
degre de P t . On a 

Ad := {t = 0} O {;s (>1 ) = 0} = f({t = 0} \ h) = [1 : 0 : 0], 

L’endomorphisme / est ( 7 r, l)-regulier pour une application scindee 7 r, 
s’il est 1-regulier. Dans le cadre considere, cela equivaut a dire qu’il est 
algebriquement stable, c.-d-d. X\ fl I\ — 0. Autrement clit, le coefficient 
de z d x l dans Pi est non nul. 

Dans la suite, on suppose que / est algebriquement stable. Notons 
Sj C N 2 C P 2 Fensemble des couples (m, n) tels que le coefficient de 
z™Z 2 dans P \ soit non nul. Puisque degP 2 < deg Pi = d\, les S* se 
trouvent au dessous de la droite m + n — d\. L’endomorphisme / etant 
algebriquement stable, (di,0) G Si. Soit V une droite dans N 2 . On note 
Pf la somme des termes z™z% dans Pi avec (m, n) G T>. Si V est definie 
par 1’equation pm + qn + r = 0, on clira que —p/q est la pente de cette 
droite. 

On note T>\ la droite verifiant les proprietes suivantes: 

1. V 1 passe par (di, 0) et au moins un autre point de Si U S 2 . 

2. L’ensemble Si U S 2 est au dessous de T>\. 

La droite T> 1 est celle de pente maximale, passant par (di,0) et verifiant 
la condition 2. Cette pente est comprise entre —1 et 0. Notons X >2 la 
droite parallele a T>\ et verifiant: 

1. T >2 passe par au moins un point de S 2 . 
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2. L’ensemble S 2 est au dessous de V 2 . 

II est clair que V 2 est au dessous de V On a la proposition suivante: 

Proposition 3.1 Soit f un endomorphisme de C 2 algebriquement stable 
comme ci-dessus. Alors f est semi-regulier si et seulement si la pente 
de V i est non nulle et Vensemble {z G C 2 , P^ >1 (z) = P 2 2 (z) = 0} est 
reduit a {0}. Dans ce cas, si la pente de V 1 est egale a —pi/p- 2 avec 
Pi G N* et p 2 G N* ; / est n-regulier pour 7i(z) := (z^jZ 2 2 ). 

Preuve — Supposons que {z G C 2 , P® 1 (z) = P 2 2 (z) = 0} = {0}. 
Puisque Ei U E 2 est au dessous de la droite de pente —1 passant par 
(di,0), la pente de V i est plus grande ou egale a —1. Soit —p\/p 2 
la pente de V i on pi et p 2 sont des entiers positifs. On a pi < p 2 . 
Posons -k{z) := (zf 1 , z^ 1 ). On a P? + = Pf l o n. On en deduit que 
{z G C 2 , Pi + (z) = P 2 + (z) = 0} = {0}. Comme V 2 est au dessous de 
Di, on a degP^ 4- > deg P 2 + . On a montre que / o n est regulier. Done 
/ est 7r-regulier. 

Supposons maintenant que / est 7r-regulier avec n(z) = , z 2 2 ) et 

Pi < P' 2 - On note T>\ la droite de pente —pi/p -2 telle qne 

1. D[ passe par au moins un point de E,. 

2. E i est au dessous de T>\. 

On a P/ r+ = Pf l o 7T et done {z G C 2 , P^ 1 (z) = P 2 2 (z) = 0} = {0}. 
Puisque degP^ -1 " > deg P 2 + , la droite V'. 2 et l’ensemblc E x U S 2 sont au 
dessous de V\. 

Comme /on est regulier, P 1 7r+ ne s’annulle pas en X 2 . Par consequent, 

T)' /s 

P-i 1 contient un monome en Z\ et done T>\ passe par (di, 0). On en deduit 
que la pente de V[ est plus petite que cello de P>\. Si la pente de D[ est 
egale a cello de V i, alors P- = P, : , done 

G C 2 , P? i (z) = P?'(z)= 0} = {0}. 

II reste a considerer le cas ou la pente de D[ est strictement plus 
petite que cclle de D\. Dans ce cas, V[ ne passe par aucun point de E x 
sauf le point (di,0). Par consequent, P 2 1 est un monome en z\. Ceci 

T)' 

implique que P 2 2 contient un monome en z 2 et done T> 2 passe par un 
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point (0, d). Comme la pente V 2 est strictement plus grande que cclle de 
V ' 2 , par definition, V 2 ne passe par aucun point de S 2 sauf lc point (0, d ). 
On conclut que Pf 2 est un monome en z 2 . Le fait que Pf 1 contient un 
monome en z\ implique que 

{zee 2 , P^ >1 (z) = P 2 2 (z) = 0} = {0}. 


□ 

La proposition 3.1 permet de verifier facilement dans le cas de dimen¬ 
sion 2 si un endomorphisme est semi-regulier. Donnons des exemples. 

Exemple 3.2 Considerons les endomorphismes 

f{z) ■= {zf - z 2 ,zf - 2z\ + z 2 ) et g(z) := (zf - z 2 ,zf - z 2 + z 2 ). 

Dans les deux cas, on a V l — {2m + 3n = 12} et V 2 = (2m + 3n = 6}. 
Dans le premier cas, on a P^' (z) = zf — z 2 et P 2 1 {z) — zf — 2 z 2 ; la 
condition de la proposition 3.1 est verifiee. Dans le second cas, on a 
P^{z) = zf — z 2 et P^{z) = z\ - z 2 ; la condition de la proposition 
3.1 n’est pas verifiee. L’endomorphisme / est 7r-regulier pour 7r(z) := 
(zf,z 2 ). L’endomorphisme g n’est pas semi-regulier. Puisque / est 1- 
regulier, on peut definir X\ — [1 : 0 : 0], I\ — [0 : 1 : 0], U\ le bassin de 
X\ et /C 1 = C 2 \ U\ verifiant K-i — /Ci U p. Si z E /Ci tend vers I\, f(z) 
tend aussi vers I\. Par consequent, sa deuxieme coordonnee dominc la 
premiere; on a zf — z 2 = o(zf — 2z 2 + z 2 ). On en deduit que zf ~ z 2 et 
done zf ~ z 2 ou zf ~ —z 2 . Cela entraine que la deuxieme composante 
de f(z) verifie |zf — 2z\ + z 2 \ ~ \z 2 \ 2 ~ |^( J . Cette derniere relation 
permet de definire la deuxieme fonction de Green comme dans lc cas des 
applications regulieres. 

Etudions maintenant la dynamique d’une application ( 7 r, s)-reguliere 
/ generate. On pose P^ := /p) o 7r et on note P^ + sa partie homogene 

de plus haut degre ddf. Soient Pp) les polynomes constitues par certains 
monomes de Pp) avec les memes coefficients et verifiant la relation P^ + = 

Pp) 07 r + . Cette derniere relation n’assure pas l’unicite de Pp). On garde 
les memes coefficients pour l’assurer. Notons P^ la partie homogene de 

degre := dj/pi de Pp). En particulier, si cq n’est pas entier, on a 
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Posons I 0 — {t — 0}, X 0 = 0. Nous allons definir d’une maniere 
analogue au cas s-regulier, les autres ensembles X, et /j. Lorsque /,_i 
est defini, on pose toujours X % : = I % _\ fi {^(>q = 0}. En particulicr, 
on a X\ = {t = 0} fl {z(>i) = 0}. II reste a definir les ensembles 
Les notations etant assez compliquees, nous expliquons d’abord des cas 
simples. Si pi — ■ ■ ■ — p m , l’application / est s-reguliere; les ensembles 
X t et sont definis exactement de la meme maniere qu’au paragraphe 
precedent. Si pi < • • • < p m (voir l’exemple 3.2), le fait que f on soit 
s-regulier implique que ne depend pas de Z(> q. II est clair 

qu’il faut prendre 

h ■= h n {z ( i) = 0} = J 0 n {P+ = o}. 

La croissance des pi implique aussi que les termes de P^, qui sont 
independants de zp), ne dependent que de Z( 2 ). Rappelons que I 2 ap- 
parait comme Lensemble d’indetermination d’une restriction convenable 
de / a 1 1 = Jo fl {z(i) =0}. II est done aussi clair qu’il faut poser 

h ■■= h n {z ( 2 ) = 0} = h n {P ( + = o}. 

Le meme raisonnement est valable pour /; avec 1 < i < s. 

Pour le cas general, la definition des X t et tient compte des deux 
cas particuliers ci-dessus. Posons pour tout 1 < i < m 

Xi := Ii -1 n {z {>i) = 0} 


et 


Ii := Jj_i fl {P^ = 0} fl {z(j) = 0 pour tout j tel que p 3 < p t }. 


Lemme 3.3 Si f est (7r, s)-regulier, alors Xi fl /,: = 0 pour tout 1 < i < 
s. De plus, on a dim X t — l t — /,_! — 1 et dim I, = k — /*. 

Preuve — Soit 0 < j < i l’entier minimal tel que p J+ \ = p,.. Posons 
/ 1 — pfc 

; = Xi) = 0} n {P+ i( = 0} 

et 

x l := J /-i n {-ob = °}- 
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On a Xi = Xl fl {t = 0} et p = If D {t = 0}. II faut montrer que 
X} fl /? fl C fc = {0} et que dim X- = dim /I = k — U + 1. 

Posons X? : = (7T + ) -1 pQ L 0 C k ) et If := (7 T + )^ 1 (lf 0 C k ). En utilisant la 
decroissance des degres de / et la croissance des degres de ir, on verifie 
qu’aucun terme de P^ + — P^ o 7 r + n’est independant de On a 

x t n if = {z,s) = 0} n {-?,<„oir+ = 0} n{z (>j) =«)nC‘ 
c {qS, = 0} n {z (>i) = 0} n c‘ = {0}. 

La derniere intersection est reduite a {0} car / o 7r + est s-regulier. On 
deduit de la propriete precedente que /Q 0 p = 0. 

On a 

I? = = 0} n (Pj.) o 7T + = 0} n C fc 

= {z(<j) = 0} 0 {P^ OTT+ = 0 pour tout j + 1 < r < i] O C fc . 

Par consequent, on a dim/? > k — p + 1. D’autre part, Xf = /?_ 1 0 
{z(>j) = 0}. Done dimX, 2 > U — p_Le fait que Xf 0 If = {0} 
implique que dim Xf = l t — et dim If = / — /, + !. On en deduit que 
dim X t = /j — /j_! — 1 et dim /j = k — li- 

□ 


Posons Go 
sens, on pose 


:= 0, /Cq := C fc . Lorsque les expressions suivantes ont un 


Gin(z) 


log + \f n {z)\ 


oil 


et 


Gi{z) := lim G iin (z) 

n—>o o 

Ui := {z G C k , f n (z) tend vers Xi } 
iCi: X; , \ r, 


pour tout 1 < i < m. L’ensemble P* est le bassin d’attraction de X t . II est 
clair que G* o / = cqG*, / _1 (P0 C /(Pj) = U l et / _1 (/Q) C /(/Q) = /Q. 
Observons ici que la suite des cq est decroissante. On obtient des resultats 
analogues au cas regulicr. 
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Theoreme 3.4 Soit f : C k —* C k un endomorphisme polynomial (ir,s)- 
regulier comme precedemment. On suppose que 1 < s < m — 1 ou bien 
que s — m et a m > 1. Alors pour tout 1 < i < s, il existe une suite de 
nombres reels positifs (cj )fl ) —> 0 telle que la suite de fonctions Gi )fl + Ci, n 
decroit sur Ki-i vers une fonction Gi continue, invariante: Giof = aiG,. 
De plus, la fonction Gi(z ) — log + \z\ est continue sur /Q_i \ I t et on a 

= {ze C k , Gi(z) < cx)} 

= {ze C k , il existe c > 0 tel que \f n {z)\ < c< max (\z \<, l)} 
JCi = {z e C k , Gi(z) = 0} 

et 1C, C /C, U I,. En particulier, si f est n-regulier et a m > 1, on a 
Ai Aqq oi m , d t (c^m) m m 1 ... (chi) 1 0 et /C m 1C. 

Theoreme 3.5 Soit f : C k —> C fc comme au theoreme S.f. Alors pour 
tout 1 < i < s et li-i < j < U, on peut definir le courant Tj de bidegre 
(j,j) de P A: par 

Tj := (dd c G i ) J '- ,< - 1+1 A (dd c G i _ 1 )* 1 - 1_,i - 2 A ... A (dd c G , i) /l -'°. 

C’est un courant positif, ferme, de masse 1, porte par /Q_i. Il ne charge 
pas les ensembles pluripolaires et on a 

f*Tj = (cq)^-^ 1 ^^- 1 ^- 2 ... (ai ) h ~ l0 T r 

De plus, le courant T t ,_i est porte par /C*. 

Pour demontrer ces theoremes, nous allons montrer des inegalites 
analogues que cellcs du lemme 2.2. Puisque / o tt est regulier, il est plus 
facile d’utiliser ir(z) au lieu de z comme “coordonnees”. L’application tt 
n’est pas inversible en general rnais clle est scindee. Ceci nous perrnet de 
travailler avec comme avec une application polynomial. 

Posons Iq := {t = 0}, Xf = 0 et pour tout 1 < i < m 

x i ■= r i-x n {z(>i) = 0} 
et 
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On a X[ fl If = 0 pour 1 < i < s. Soit /Cq = C fc . Posons 
Uf := {z G C k , 7T _1 o f n o 7r(z) tend vers X?} 


et 


1C 


*7-i \ Uf 


pour tout 1 < i < s. Observons que n^ 1 o f n o 7 t(z) contient plusieurs 
points dont les modules sont comparables quand f n o 7 t ( z ) tend vers 
l’infini. Ceci est en fait une consequence de la propriete ‘V est scindee”. 
Par definition, Kf et f/f sont invariants par 7r _1 o/o7r et par 7r _1 o/ _1 o7r. 


Lemme 3.6 1. Pour z G tendant vers Xf, on a 

l/(<) 0 7r (-)l ~ ei |/ ( >i) o tt(z)| = o(|z|^). 

2. Pour tout z G /C^ tendant vers Xf, on a \n~ l 0/0 7r(z)| ~ |^| Qi 
et 17T —1 0/0 tt(^)I(>*) = o(|^| Qi ). 

3. Uf est un ouvert de /Q_ 1; K,? est unferme de Xf_i etlC* C Kf Ulf. 
Pour z G Kf tendant vers I?, on a \PU(z)\ = o(\z\ d i). 

Preuve — On montre le lemme par recurrence. On suppose qu’il est vrai 
jusqu’au rang i — 1. 

1. La partie homogene de plus haut degre Pf^ de f on ne s’annulle pas 
sur XI car / o n est s-regulier. Par consequent, pour z G Xf_ x tendant 
vers Xf, on a |/p) o 7r(z)| ~ \z\ d * ■ Quant a /(>q o 7r, il est de degre 
df +1 < dj. On a done 

\f (>i) o n(z)\ = o(\z\*). 

2. Par hypothese de recurrence, X-h C Xf_ x U QPj. D’autre part, 

ih n {^(>o = 0} = 0. 

On en deduit que pour z G /Cf_, tendant vers If^, on a |z| ~ |^|(>q- 
Comme tt^ 1 o / o 7t preserve /Cf_ 1 , on a 

17T _1 0/0 7 t ( z )\ ~ |7T _1 0/0 7r(z)|(>j). 
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D’apres la partie 1, si z G Xf_\ tend vers Xf, la derniere relation et la 
croissance des p t impliquent 

O / O n(z)\ ~ |tt _1 o / O 7r(z)| (i) ~ |/(i) O 7r(^)| 1/pi ~ k| Qi 

et 

k^ 1 O / o 7r(^) | (> j) = o(k^) = o(k| ai )- 

3. Soit 1/ un voisinage suffisamment petit de X?. La partie 2 implique 
V fl Xf__ x C Uf. Par definition, on a Uf := IJ n>0 vr _1 o f~ n o 7r(/Cf_ 1 Hi/). 
C’est done un ouvert de If_ x . Par suite, Xf est un ferme de If_ { . 

Fixons un voisinage W de If. Observons que lorsque z G Xf_ L tend 
vers If_f\W, la partie 1 du lemme est encore vraie; par suite, 7r _1 o/o7r(^) 
tend vers Xf. Par consequent, pour z G Xf_ x suffisamment proche de 
If_ i \ W, onazG Uf. D’ou X* C Xf U If. 

4. Soit (k n )) C Xf_i une suite tendant vers If_ v Si \Pfo(z^)\ ~ 
\z^fx alors comme dans la partie 1, on montre que 

l/(i) o *(*<">)I ~ 1^”)^ et |/ (>j , o,r(z<">)| = o(p”>n. 

Par consequent, 7r _1 o / o n(z^) tend vers Xf. D’apres la partie 3, z^ 
appartient a Uf pour n assez grand. Ceci demontre la partie 4. 

□ 


Lemme 3.7 1. Si w* G /Q_i tend vers X t , on a \f(w*)\ ~ |ty*| ai . 

2. On a Tc(Xf) = Xi, 7r( Uf) = Ui et /Q C /Q U /*. 

Preuve — On montre le lemme par recurrence. Supposons qu’il est vrai 
jusqu’au rang i — 1. 

1. Soit w* = 7r(z*) G K-i-i tendant vers X*. Par hypothese de 
recurrence, on peut choisit 2 ;* G /Cf_ 1 et z* tend vers If_ 1 quand w* tend 
vers X t . Puisque les degres p, des composantes 7 rp) de tt sont croissantes, 
z* tend vers Xf. D’apres le lemme 3.3, on a 

Xi n (wp) = 0} = I'l—i n {w(>q = 0} 

= ii—i n — 0. 

De plus, Xi C {w(>q = 0} et la suite (p,) est croissante. On en deduit 
que 
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La premiere relation de la derniere ligne vient du fait que z* —> Xf. 

L’invariance de /Q_i implique que f(w*) appartient a /Q_i et tend 
vers Ii- 1 . De plus, I t -\ fl {u ! (>q = 0} = 0. On en deduit 

l/(W)| ~ \f(>i)(w*)\ = |/(>i) o tt(**)|. 


D’apres lc lemme 3.6, ceci implique 


I/Ml ~ l/(o ° *■(**) I ~ |^ : 


*|d7 


\W 


*| d i/Pi — \ W *\ a 


2. Soit w* = n(z*) G Ui. Puisque f n (w*) tend vers X t et que la suite 
(pi) est croissante, 7r _1 o f n {w*) = i r -1 o f n o tt(z*) tend vers X*. Par 
consequent, z* G Uf. On a done U t C n(Uf). 

Soit maintenant z* G Uf_ L . On a/ n o7r(;C) = fono(7r~ 1 ofo7r) n ~ 1 (z*). 
On applique les parties 1 et 2 du lemme 3.6 aux points de (7r _1 o / o 
7 r) n_1 (^*) qui tendent vers X?. On obtient que la suite ( f n o 7r(z*)) tend 
vers /Cj_i O {w (>i) = 0} = X t . Par consequent, n(z*) G U t et n(Uf) C U t . 
On a montre n(Uf) = t/*. On en deduit que /Q = 

Soit = 7r(z( n )) C /Cj une suite tendant vers a G ij_i avec G 
/QL Puisque 2 b n ) tend vers If, on a ~ |z^|(>j). Par consequent, si 
Pj < Pi, on a ay) = 0, c.-a-d. que a G {zq-) = 0}. 

D’apres la partie 4 du lemme 3.6, on a 

a.)^ 1 ” 1 ) = od^n = ofkg/') = o(i«,g,i“‘)- 


Ceci implique que P0(a) = 0. 

On a montre que tend vers a G Ii. Done /Q C /Q U 


□ 


Utilisant ces deux derniers lemmes, on montre les theoremes 3.4 et 
3.5 de merne maniere que dans le cas des applications regulieres. 

□ 


Proposition 3.8 Soit f un endomorphisme n-regulier avec a m > 1, 
comme precedemment et soit /C Vensemble des points d’orbite borne. 
Posons M := lirnsup^ ||D/ n || 1 / n ou D designe la derivee. Alors 

1. Pour tous 1 < i < m et 0 < ai < logcq/logM, il existe une 
constante c > 0 telle que si z G /Q-i on ait Gi(z) < c<5(z) ai ou 5(z) 
designe la distance entre z et /C. 
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2. La mesure fi := T k ne charge pas les ensembles de dimension de 
Hausdorff a pour tout a < log d t / log M. 


Preuve — 1. Puisque la fonction G* est a croissance logarithmique, il 
suffit de montrer que Gi(z) < c8(z) ai dans un voisinage fixe de /C. Soit 
W un voisinage assez petit de /C et soit N assez grand tels que eg < a* : = 
log eg/ log M n pour tout 1 < i < m ou M N : = sup w ,-1||| 1 / 7V . Notons 
5 > 0 la distance entre /C et dW. On choisit une constante A > 0 telle 
que Gi(z) < A pour tout z G /Q-i fl W et tout 1 < i < m. 

II suffit de montrer qu’il existe c > 0 tel que pour tout z G /Q_i fl W 
on a \Gi(z)\ < c5(z) a i. Comrne Gi = 0 sur /C, il suffit de considerer lc 
cas z /C. Soit n l’entier minimal tel que f Nn (z ) ^ W. Si x G /C est un 
point tel que \x — z\ — 6(z) alors on a 

<5 < | f Nn (x) - f Nn {z) | < (M N ) Nn \x -z\ = ( M N ) Nn 8(z) 


done 


(M, 


\Nn 


N ^ 


> 


5 


8(z) 


Cela entraine que pour une certaine constante d > 0 on a 
1 


N(n—1) 


a 


= a fM/“‘<af(iOy'<^( 2r r, 


Puisque f N ( n z ) G /C,_i fl W, en posant c = Ac', on a 


= Gi(/ X-i) ( ' :)) £ Ac ' 6(zTl = ci (P- 

Ot- 

2. Comme dans la partie 1, on peut choisir W de sorte que a < 
a* := log dt/ logMTv- Puisque d t = a 1 ™- 1 ™- 1 . . .aq 1_/ °, on a a* = (, l m — 
lm-i)a* m + •■•• + (h — lo)cti ■ Soit E C /C un ensemble de dimension de 
Hausdorff a. Fixons un e > 0 assez petit. Comme a < a*, pour r > 0 
assez petit on peut recouvrir E par er~ a * boules B n (r) de centres x n G /C 
et de rayon r. Soit \ n une fonction positive a support dans B n (2r), egale 
a 1 sur B n (r ) et telle que dd c x < c"r~ 2 u avec c” > 0 off on a pose 
c o := dd c |z| 2 . On a 


n(B n (r)) < / Xndd c G m A T fc _i = / dd c y n G m A T fc _i 


< 


J Bn(2r) 

d'r~ 2 ojcr a * m d' A T k _ x = cpr a * m ~ 2 


u A Tfc_ i 


' B n (2r) 


'B n ( 2r) 
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ou Ci := cc". 

On peut repeter ce procede (k — 1) fois et on obtient, pour des con- 
stantes c k > 0 et c' k > 0 convenables, que 

jx(B n (r)) < c k r a *~ 

Par consequent, 

P(S) < ^^(5 n (r)) < er~ a c' k r a * = c' k e. 

Ceci est vrai pour tout e > 0. Done /i(E) = 0. 

□ 


2k f oj k = c k f 
J B(2 k r) 


Remarque 3.9 Les resultats pour les endomorphismes (n, s)-reguliers 
s’appliquent aux automorphismes, bien sur on a alors s < m. Si / est 
(7 r, s)-regulicr et / _1 est (ir, s)-rcgulier on construit des courants invari¬ 
ants T + pour / et T~ pour / _1 . On peut, pour 7 r, 7r, s et s convenables, 
considerer la rnesure invariante /r := T + A T~. Le cas le plus simple de 
cette situation est cclui des applications de Henon. On trouve d’autres 
exemples dans 
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4 D’autres remarques 


Soit / : C k —» C k une application polynomiale propre de degre topologique 
d t > 2. Supposons que l’infini soit attirant dans le sens ou il existe 
c > 1 tel que \f(z)\ > c\z\ pour \z\ grand. On peut construire la mesure 
d’equilibre /id e / comme la limite faible de la suite d~[ n {f n )*v oil u est une 
mesure de probability qui ne charge pas les ensembles pluripolaires p . La 
mesure ji est melangeante et ne depend pas de u. Lorsque l’exposant de 
Lojasiewicz Ai de / est strictement superieur a 1, en utilisant la methode 
de Lyubich JT5[ et de Briend-Duval 0, on montre 0 que d^ n (f n )*S z 
tend vers /i pour tout z hors d’un ensemble exceptionnel £ qui est analy- 
tique. On a note 5 Z la masse de Dirac en 2 . Les exposants de Lyapounov 
de /i sont minores par logAi/2. Les points periodiques repulsifs sont 
denses et equidistribues sur supp(/i). La vitesse de melange de /i est 
de hordre Ah’ 1 . Cette mesure /i est de plus l’unique mesure d’entropie 
maximale log d t . Pour cette derniere propriete de /i, il suffit de reprendre 
la preuve de Lyubich JT5| et Briend-Duval Q en remplagant un calcul 
cohomologique par le lemme de comparaison suivant: 
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Lemme 4.1 Soit 12 une forme de bidegre (k — 1, k — 1) positive fermee 
dans C k . Alors on a pour tout m > 0 

J 12 A <yJqa (f m+1 )*ui. 

Preuve — II suffit d’appliquer la proposition 5.4 pour V = C k , p(z ) = 
log(l + |z| 2 ), vi = log(l + \f m \ 2 ) — A, v 2 = Xf 1 log(l + |/ m+1 | 2 ) et A une 
constante suffisamment grande. 

□ 

Les resultats cites ci-dessus sont valables, en particulier, si / est serni- 
regulier avec a m > 1. Dans ce cas, la rnesure d’equilibre p est egale a T k 
qui est une intersection generalisee de courants positifs ferrnes. En parti¬ 
culier, d’apres la proposition 5.3, les fonctions p.s.h. sont /i-integrables: 
c’est une rnesure PLB 0. 

En general, une application / d’exposant de Lojasiewicz Ai > 1 
n’est pas conjuguee a une application semi-reguliere. II peut exister une 
infinite de vitesses d’echapement vers l’infini et on rencontre d’autres 
phenomenes dynamiques. Ceci fera l’objet d’un prochain travail avec R. 
Dujardin. 

Dans la suite, nous considerons des exemples d’applications regulieres 
avec d m = 1. Soit / : C 2 —> C 2 defini par f(z ) = (P(z),azi + bz 2 ) 
oil a, b sont des nombres complexes, |6| > 1, P est un polynome de 
degre d > 2. Supposons que le coefficient de zf dans P soit non nul. 
L’application / est reguliere et de degre topologique d t = d. En partic¬ 
ulier, clle est algebriquement stable. D’apres le theoreme 2.1, l’exposant 
de Lojasiewicz et l’exposant de Lojasiewicz asymptotique de / sont egaux 
a 1. On verifie \f(z)\ > c\z\ pour tout 1 < c < |6| fixe et pour \z\ assez 
grand. 

Nous ne savons pas si £ est analytique et si les exposants de Lya- 
pounov sont strictement positifs lorsque P(0, zf) ^ 0. 

On peut construire la fonction de Green p.s.h., continue, positive, 
invariante: G\ o f = dG\ et le courant de Green Tj := dd c Gi, positif, 
ferine, invariant par /: /*Tj = dT\ . L’ensemble := {Gh = 0}, qui est 
le complement du bassin d’attraction U\ de X\ [1 : 0 : 0], n’est pas 
compact et done n’est pas egal a /C. Le seul point adherent a JC± dans 
l’hyperplan a l’infini est l’unique point d’indetermination Ii := [0 : 1 : 0]. 
On en deduit que si z G /Ci tend vers X, on a \zf < 74|^ 2 | ( ' d_1 ' )//d car 
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/(/Ci) = /Ci. On a aussi \f(z)\ — \b\\z\. Le courant T\ ne charge pas 
les ensembles plnripolaires car son potentiel G\ est continn. Notons que 
T\ A Ti = 0 dans C 2 car f*{T\ A T\) = d 2 Ti A T\ et d t < d 2 . On a, d’apres 
U theoreme 3.2.1] 

/i = lim(f n )*u AT] — lim dd c u n A T x 

ou u n (z) log + \f n {z) | — n log \b\. 

II est clair que lim u n = —oo sur /C. La suite (u n ) converge uni- 
formement sur les compacts de /Ci \/C. En effet, on a, en posant f n (z ) = 
w = (wi,w 2 ) 


\u n +i{z) 


u n (z) | 


rv./ 




log 


aw i + bw 2 
bw 2 


~ log 


1 + 


aw i 


-uq 

W2 


1 < A 


La constante c etant superieure a 1, la fonction u := lim u n est done 
continue sur /Ci \ /C et verifie la relation u o / = u + log |6|. Elle est 
Ti-p.s.h. sur /Ci \ K et tend vers — oo quand z tend vers /C. 


5 Appendice: fonctions T-p.s.h. 


Nous explicitons dans cet appendice quelques proprietes, que nous util- 
isons, des fonctions T-p.s.h., c.-a-d. les fonctions p.s.h. relativement a 
un courant positif ferine T. Ces proprietes sont classiques dans le cadre 
des fonctions p.s.h. et les demonstrations sont de simples extensions du 
cas des fonctions p.s.h. |l[], [^1] , ||, ||. 

Soit T un courant positif ferme de bidegre (j,j) dans une variete 
kahlerienne V de dimension k > 1 ( voir [|], PI , p| pour les definitions 


de base). Rappelons cependant que pour un courant T > 0 de bidegre 
(1,1), on a localement T = dd c M oil u est une fonction p.s.h. On dit que u 
est un potentiel local de T. Rappelons les definitions de [||. Une fonction 
semi-continue superieurement (s.c.s) v sur supp(T) est elite T-p.s.h. si 
elle est localement limite decroissante d’une suite ( v ^) de fonctions C 2 
verihant dd c u ( ' n ^ AT > 0. On dira que v est fortement T-p.s.h. si les 
sont p.s.h. au voisinage du point considere de supp(T). On pose 

T A cu k ~ j 
aT ''~ (k-j)\ 
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ou u designe la forme de Kahler sur V. C’est la mesure trace de T. On 
pose \\T\\ k := a T (K). 

Proposition 5.1 Soient L x CC L 2 deux compacts de V. Soient v G 
Li 1 oc (o't) une fonction T-p.s.h. et v..., v q des fonctions T-p.s.h., lo- 
calement bornees. Alors 

1. Le courant dd c w A T := dd c (vT) est positif ferme de bidegre (j + 

2. II existe une constante cl 1: l 2 > 0, independante de v et des ig, telle 
que ||dd c n A T|| Ll < c LlM \\vT\\ L2 et 

||dd c ni A ... A dd c v q A T|| Ll < c Llii2 ||t;i|| L oo (i2) ... \\v q \\ L ™ {L2) \\T\\ L2 . 

Preuve — Pour la positivite, il suffit d’observer que localement 

dd c (uT) = lim dd c (u (n) T) = limdd c u (n) A T > 0. 

Soit x une fonction de classe C 2 a support dans L 2 et egale a 1 sur 
Li. Posons CL lt L 2 := ||dd c x||L°°(L 2 )- H suffit d’estimer par integration par 
parties: 

||dd c u A T\\ Ll < ||xdd c (nT)|| L2 < \\dd c xvT\\ L2 < c LlM \\vT\\ L2 . 

La derniere relation se demontre par recurrence sur q. 

□ 

Le resultat suivant est Lanalogue du theoreme de continuity de Bedford- 
Taylor |I| (voir aussi |!J). 

Proposition 5.2 Soient vi, ..., v q des fonctions T-p.s.h. localement 
bornees. Soient v^, ■.., v q 1 ' 1 des fonctions T-p.s.h. decroissant vers v\, 

..., v q . Alors 

1. u[" ) dd c 'i4 n ' ) A... Add c t4 n) A T —^ rqddO^A.. . Add c u g AT faiblement. 

2. dd c n["' ) A dd c ?4^ A... A dd c Uq"' ) A T —*■ ddOq A dd c u 2 A... A dd c n ? A T 
faiblement. 
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En particulier, I’application (iq,..., v q ) i—> dd c rq A ... A dd c u g A T est 
symetrique env\, ..., v q . Si Von suppose que lesvi etv[ n ^ sont fortement 
T-p.s.h., la decroissance est superflue, il sujflt de supposer v[ n ^ > Vi pour 
1 <l<q. 

Preuve — Pour reprendre la demonstration de [1|] et ||, il suffit de faire 
les remarques suivantes. 

Soit x une fonction convexe dans M 9 croissante par rapport a chaque 
variable. Si v 1} ..., v q sont T-p.s.h. alors x{ v u ■ ■ ■, v q ) est T-p.s.h. En 
particulier, le sup d’un nombre fini de fonctions T-p.s.h. Test aussi. Cela 
perrnet de se ramener au cas oil V est la boulc unite et toutes les fonctions 
v[ n ^ sont egales a \z\ 2 — 1 au voisinage de la sphere unite. On peut alors 
appliquer les integrations par parties usuelles connne dans |T[] ou |5|. 

Lorsque les fonctions sont fortement T-p.s.h., une utilisation du lennne 
de Hartogs connne dans || p.405] perrnet de montrer le resultat. 

□ 

Proposition 5.3 (Chern-Levine-Nirenberg) Soient L\ CC T 2 deux 
compacts de V. Soient v\, ..., v q des fonctions T-p.s.h. localement 
hornees. Alors il existe une constante CL lt L 2 > 0 telle que pour toute 
fonction T-p.s.h. ip 6 L 1 1 oc ((Tt), on ait 

||(^dd c UiA... Add c u g AT|| Ll < c LlM ||tI| L i (( t t ,l 2 )||o|| L - ( l 2) • • • HI|l°°(l 2 )- 

En particidier, si T = dd c Mj A ... A dd c «i avec u± p.s.h. bornee et ui 
fonction (dd c rq_i A ... A dd c Ui)-p.s.h. localement bornee pour tout 2 < 
l < j, alors les fonctions p.s.h. sont localement a T -integrables et T ne 
charge pas les ensembles pluripolaires. 

Preuve — Il suffit de reprendre la demonstration de [§, p.126] en intro- 
duisant le courant T (voir egalement 0). Pour la connnodite du lecteur, 
nous donnons ici la preuve. On se ramene au cas ou Ti et L 2 sont des 
boules centrees en 0 et de rayon respectif R' et R et ou tous les Vj sont 
egaux a \z\ 2 — R 2 pour R± < \z\ < R avec un R' < Ri < R. On peut 
aussi supposer que j + q = k — 1. Soit 0 < x ^ R 2 une fonction egale 
a R 2 — \z\ 2 pour |z| < R' et a support dans Br x de centre 0 et de rayon 
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R±. On peut supposer ip < 0. On a pour un c > 0 independant de ip 


I := 


c i 12 


\z\<R' 


—ipdd c V\ A ... A dd c n 9 AT A dd c |z 


|z|<-Rl 


<^dd c Wi A ... A dd c u g AT A dd c x 


^dd^i A ... A dd c u 5 A T A dd c x 


J R'<\z\<R\ 

< J xddV A dd c r>i A ... A dd c n g A T + 
+c\\<p\\Li(a T , L2 )\\vi\\L°°( L 2) ■ ■ ■ IKI|l°°(Z,2) 
car dd c m = dd c |z| 2 sur le support de dd c %. Par suite, 


I < R 2 dd> A dd c ui A ... A dd c u g A T + 

J |z|<i?i 


+c|M| L 1( CTt ,L 2 )IM|l-(L 2 ) ■ ■ ■ IM|l°°(L 2 )- 

II reste a majorer la derniere integrate. Pour ceci, puisque ip est la limite 
decroissante de fonctions T-p.s.h. lisses, on peut supposer ip lisse et 
passer ensuite a la limite. Soit R 2 tel que R\ < R 2 < R. D’apres la 
proposition 5.2, on a 


|z|<-Ri 


ddV A dd c ni A ... A dd c n g A T 


< 

< 


dd c m A ... A dd c u 9 A dd c (ipT) 


J |z|<Ri 

Ci||Ui||l» ( L 2 ) ■ ■ • \\v q \\L°°(L 2 )\\dd C ipT\\ L l { B R2 ) 

c 2 ||^i||l°°(l 2 ) ■ • • IKIIl“(l 2 )IMIlvt,ao- 


Les dernieres inegalites sont des consequences de la proposition 5.1; ci, 
c 2 sont des constantes independantes de ip. 


□ 


Enongons un theoreme de comparaison (voir El). 

Proposition 5.4 Soit V une variete de Stein de dimension k > 1. Soit 
p une fonction p.s.h. d’exhaustion de V, i.e. p tend vers I’infini a I’infini. 
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Posons u := dd c p. Soit T un courant de bidegre (k — l,k — 1) positif 
ferme. Soient v\, v 2 deux fonctions T-p.s.h. avec Vj G L 1 1 oc ((T'r). On 
suppose que Pune des deux conditions suivantes est verifiee 

1. Sur supp(T), on a v\ <v 2 a I’infini et v 2 —> oo a Vinfini. 

2. Sur supp(T), on a v\ < v 2 a I’infini, f TAdd c p < oo etv 2 +ep —> oo 
d Vinfini pour tout e > 0. 

Alors 

[ dd c Vl AT< [ dd c v 2 AT. 

Jv Jv 

Preuve — D’apres la proposition 5.2, il suffit de montrer la proposition 
ponr Vi t M '■= max(r>i, — M) pnis de faire tendre M vers +oo. On peut 
done snpposer que les V; sont localement bornees. Soient e > 0 assez 
petit et R > 0 assez grand. Posons pour 1c premier cas 

W e := max (rq + A, (1 + e)v 2 ) 

et pour 1c second cas 

W e := max(ui + A, v 2 + ep). 

La constante A est telle que sur (v 2 < R ) (resp. sur (v 2 + ep < R) pour 
le second cas) on ait W e = V\ + A. Soit x une fonction test a support 
compact, 0<x<l>X = l sur (v 2 < R) (resp. sur (v 2 + ep < R)) et 
telle que (dx 0) soit contenu dans l’ensemble oil W e = (1 + e)v 2 (resp. 
W e := v 2 + ep). On a pour le premier cas 


dd c tq A T = 


l {v 2 <R) 


/ dd c W t AT < xdd C W £ A T 

'(V2 <R) J 

[ W € dd c x AT = /(I + e)u 2 dd c x A T 


= (1 + e) / dd c x A v 2 T — (1 + e) / xdd c u 2 A T 


< (1 + e) / dd c v 2 AT. 

Jv 

On peut faire tendre e vers 0 puis R vers l’infini. Le second cas se 
demontre de la mcme maniere. 

□ 
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